Feladat 1. Hany normalosztdja van az Ay csoportnak?

Megoldas: Nézziik el6szor Ay részesoportjait. A Lagrange-tétel alapjan a
lehetséges elemszamok: 1, 2, 3, 4, 6, 12.

e Elsérendd részcsoportbdl egy van, a trividlis.

e A maéasodrendii részcsoportok a mésodrendii elemek &dltal generalt ciklikus
részesoportok, tehat [(12)(34)], [(13)(24)], és [(14)(23)].

e A harmadrendi részcsoportok a harmadrendii elemek altal generdlt ciklikus
részcsoportok. Mivel Zs-ban két harmadrendii elem van, a 8 harmadrendii
elem 4 harmadrendii részcsoportot general (az inverzek ugyanazt): [(123)],
[(124)], [(134)], és [(234)]

e Negyedrendii csoportban nem lehet harmadrend elem, tigyhogy Gsszesen
négy elem lehet benne ilyen részcsoportban: az identitds és a hdrom masod-
rendii elem. Ezek ténylegesen egy negyedrendil részcsoportot alkotnak.

e A csoportban nincs hatodrendd elem, igy nem lesz hatodrendd ciklikus
részcsoport sem. fgy egy esetleges hatodrendii részcsoportot két elem general,
ebbdl legalabb az egyik harmadrendii, mert a nem harmadrendii elemek
részcsoportot alkotnak. Viszont egy harmadrendii elem és egy tetszéleges
olyan elem, ami nem hatvanya ennek a harmadrendiinek, generédlja A 4-et:
példdul (123)-bdl és (12)(34)-bdl kihozhaté csoportmiiveletekkel (12)(34) -
(123)(12)(34) = (214) és (132)(12)(34)(123) = (23)(14), és médris van hét
elem a részcsoportban. (Két harmadrend(i elembél, amelyek nem azonos
harmadrendi részcsoportot generalnak, kihozhaté masodrendii: (123)(124) =
(14)(23), és ott vagyunk, ahol az elébb.) Igy Ay-nek nincs hatodrendii
részcsoportja.

e Az egyetlen 12 rendii részcsoport Ay.

Nézziik a normélosztéokat. A trividlis részcsoportok normalosztok. Mivel csak
egy negyedrendii részcsoport van, az is normaloszto.

To6bb viszont nincs: sem a masodrendii, sem a harmadrendti ciklikus részcsoportok
nem normadlosztok, mert példdul (132)(12)(34)(123) = (23)(14) ¢ [(12)(34)], és
(12)(34)(123)(12)(34) = (214) ¢ [(123)].

Ime a részcsoporthalo:

Ay

[(12)(34),(13)(24)

[(12)(34)] p[(123)]

{id}

Feladat 2. Hany normalosztéja van a kvaternidcsoportnak?

Megoldas: Megint elemszam szerint nézziik a részcsoportokat.
e Trividlis részcsoportok: {1} és Q.
1

[(234)]



e Médsodrendii részcsoportbdl csak egy van, [—1], hiszen —1 az egyetlen mésod-
rendii elem.

e Negyedrendii elembdl hat van, ez harom negyedrendii ciklikus részcsoportot
jelent, hiszen Z4-ben két negyedrendii elem van: [i], [j], és [k]. Nem ciklikus
negyedrendli részcsoport nincs, hiszen abban hdrom maéasodrendil elemnek
kellene lenni.

A Q minden részcsoportja normélosztd: a negyedrendiiek azért, mert indexiik 2,
a méasodrendil azért, mert két (negyedrendil) normadloszt6 metszeteként el6dll (mas
érv: a mésodrend{i részcsoport a Q centruma).

Feladat 3. Adja meg a Z — Q homomorfizmusok szamat, és azt is, hogy ezek
kozil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Megoldas: Ha ¢ ilyen homomorfizmus, és 1¢ = ¢, akkor minden n € Z esetén
np = (1-n)¢ = ly-n = nc, hiszen homomorfizmus felcserélhetd az egész egytitthatés
hatvinyozédssal (ami addit{v irdsmdédban az n-szerezés).

Az n — nc leképezés minden ¢ € Q esetén homomorfizmus, hiszen (ny + ng)c =
nic 4+ nsc.

gy a homomorfizmusok szdma Q| = No. Egy (a ¢ = 0-hoz tartozé triviélis
homomorfizmus) hijan mind injektiv, de egyik sem sziirjektiv.

Feladat 4. Adja meg a Q — R homomorfizmusok szdmédt, és azt is, hogy ezek
kozil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Megoldas: Legyen megint 19 = c¢. Megintcsak teljesiilni fog, hogy qp = qc
minden ¢ € Q-ra. Ez egész ¢-k esetén ugyanigy adddik, mint az elobb, ha pedig
q = %, ahol a,b € Z, akkor a b-szerezéssel valé felcserélhetéség miatt ($¢) - b =
($ -b)p = ap = a, ahonnan $¢ = ¢. (Kihaszndltuk, hogy R-ben a b-szerezés
injektiv.)

Megintcsak teljesiil, hogy minden ¢ € R esetén ¢ — cg homomorfizmus. A
homomorfizmusok szdma |R| = ¢, egy hijdn mind injektiv, |R| > |Q| miatt egyik
sem szirjektiv.

Feladat 5. Adja meg a Z15 — Zg homomorfizmusok szamat, és azt is, hogy ezek
koziil mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Megoldés: Legyen megint 1¢p = ¢. Mivel Zg-ben 0 = 0p = (1-15)¢ = (1p)-15 =
15¢, 15¢-nek oszthaténak kell lennie 9-cel. Tehdt ¢ € {0,3,6}.

Ezekre a c-kre az a — ca leképezés joldefinidlt, mert ha a3 = as Zqs-ben (vagyis
15| a1 —asg), akkor ca; = cag Zg-ben (vagyis 9| ca; —cag). Az el6z6ekhez hasonléan
adédik, hogy a leképezés homomorfizmus, és Z15 = [1] miatt minden homomorfiz-
mus ilyen alak.

Tehat harom Zi5 — Zg homomorfizmus van. Nyilvan egyik sem injektiv, és
egyik sem lesz sziirjektiv, hiszen képhalmazuk vagy {0}, vagy {0, 3,6}.

Feladat 6. Adja meg a Q — V homomorfizmusok szamat, és azt is, hogy ezek
kozill mennyi az injektiv, illetve a sziirjektiv.

Megoldas: A Q egy generdtorrendszere {i,j}. Ha ezek képeit tudjuk, akkor a
tobbi elem képe egyértelmiien meghatdrozhaté: 1o = 1, (=1)p = (i%)p = (ip)?,
(—i)¢ = (i9)®, (=5)p = (J9)°, kg = i - jo, és (—k)p = jo - ip. A kdvetkezd



lehet6ségek vannak:

1 -1 i —i j —j k —k
1 1 1 1 [ 1 1 1
11 1 1 i i i i
11 1 1 5 J J J
1 1 1 1 k k k k
1 1 4 & 1 4 i i
1 1 i 4 i i 1 1
1 1 i i j j k k
1 1 i i k k j j
11 5 7 1 1 37
1 1 5 7 i i k k
11 o o4 11
1 1 5 5 k ko i i
1 1 k k 1 1 k k
1 1 k k i i j§ j
1 1 k k § j i i
1 1 k k k k 1 1

Mindegyik sor esetén le kell ellendrizni, hogy az adott leképezés homomorfizmus
ad-e. Ez nagyon hosszii munka is lehet, de ebben az esetben nem az: mindegyik
sor homomorfizmust fog adni. Emellett a kévetkezéképp lehet érvelni:

e Az els6 sor a trividlis homomorfizmus.

e Kilenc sor gy addédik, hogy Q egy negyedrendii részcsoportja 1-be, a Q
tobbi elem pedig ugyanabba a masodrendii elembe vannak képezve. Ezek
konnyen lathatéan homomorfizmusok lesznek.

e A maradék hat sor esetén 1 és —1 képe 1, az {i, —i}, {4, —j}, {k, —k} hal-
mazok képei pedig ¢, j, és k valamilyen sorrendben. Ezek a leképezések
el6allnak gy, mint a “természetes” (hetedik sor altal reprezentalt) Q — V
homomorfizmus, és egy V — V automorfizmus szorata. fgy 6k is homo-
morfizmusok.

Tehat 16 Q — V homomorfizmus van, ebbdl 6 sziirjektiv, egy sem injektiv.

Feladat 7. Egy G csoport egy g elemének centralizitora a Cy := {h : gh =
hg} halmaz, a G centruma a ) sec Cg halmaz. Bizonyitsa, hogy a centralizdtorok
részcsoportok, és a centrum normaloszté. Adja meg az S3 csoport egy olyan elemét,
melynek centralizatora nem normaloszto.

Megoldas: Mivel g-1 =g =1-g,1 € Cy. Ha hy,hy € Cy, akkor ghihy =
highs = hihag, ezért hihy € Cy, és ghy'hy = g = hi'hig = hi'ghy, fgy a
kancellativitasbol ghl_1 = hl_1 g, vagyis hl_1 € Cy4. Tehdt Cy részcsoport.

A centrum részcsoportok metszete, igy maga is részcsoport. Ha z benne van a
centrumban, akkor minden g € G elemmel felcserélhetd, igy g 'zg = g lgz = z is
benne van a centrumban. Tehat a centrum zart a konjugdlasra is.

Az Ss-ban az (12) transzpozicié centralizdtora [(12)], ami nem norméloszto.



